V-49 (1h, 1min) 15-Enero 2019 Deduccion de Ecuacion de Continuidad (en Electromagnetismo)
Resumen de Miguel Cafiizares Cuadrivector densidad de corriente

Deduccion de ecuacion de continuidad en Electromagnetismo, aunque tendra su generalizacion a otros ambitos

Sea un espacio 3D donde se mueven cargas eléctricas. Definimos el
vector Densidad de Corriente 7 en_un punto como la carga que
atraviesa la unidad de superficie en la unidad de tiempo. Es un vector
con la misma direccién y sentido que la velocidad de las cargas en ese
punto:
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Siendo p = % la densidad de carga en cada punto y v la velocidad
de éstas en cada punto. 7
Se establece un campo vectorial, en el que en cada punto hay un Vectorj
. . . , 2 = 2 0y a]y Az _ Ao

La Divergencia, en un punto, del campo vectorial: div]J =V ] = 7 F By + ol Neescalar (II)

En cada punto (volumen infinitesimal) la divergencia

nos indica el flujo neto del vector que sale de dicho Iy Jy
volumen infinitesimal.
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En la figura “hacemos zoom” en punto infinitesimal g o Jy
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(situacién 2D) y observamos el significado de la i
divergencia. Se comprende intuitivamente que se
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obtenga mediante las derivadas parciales de las x

componentes del vector, en el punto considerado. : ; - . A :
L . . . .z Dtvergencm positiva D,[vergenc:a negativa
Fécilmente se generaliza a situacién 3D

(sale mds que entra) (sale menos que entra)

Deduccion de la Ecuacién de Continuidad. A partir de los conceptos anteriores es facil establecer la expresion
matematica de la conservacidn de la carga eléctrica. Consideremos un punto (volumen infinitesimal), la variacién
de su densidad de carga con el tiempo dp/dt 16gicamente tiene que estar relacionada con la divergencia en dicho
punto. En efecto, derivamos (I) respecto al tiempo (considerando ¥ una constante en el punto elegido):
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Aparecen las componentes de la velocidad y podemos poner la expresiéon como: (ﬁ + di;’ + f) =v- d—/;

Eliminando la velocidad vemos, segun la expresion (II), que la divergencia en el punto es igual a la derivada de la
densidad de carga en ese punto. Por légica le pondremos un signo negativo, pues cuando la divergencia sea positiva
saldrd méas carga que entra y disminuira la densidad de carga en el punto en cuestiéon Por lo tanto, la ecuacién de
continuidad se escribe:
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La ecuacion anterior (puesta con cuatro derivadas) parece sugerir una expresion relativista, en la que se deriva una
magnitud de cuatro dimensiones (cuadrivector), respecto a las cuatro coordenadas (ct, x, y, z).
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Introducimos “c” y la ponemos: 1dep) 4 Ay Yy

dt dx dy
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+ dz 0 pues d(ct) T ¢ dt
La componente, que se deriva respecto a la coordenada asociada al tiempo (cf), aqui tiene que ver con la densidad
de carga y seria J° = ¢p



Segun la sugerencia anterior, nos atrevemos a postular el Cudrivector Densidad de Corriente:

J=J%0+] e; +J%e; +J3e3 siendo J° =pc J* = pv*

Utilizando la nomenclatura tipica relativista para las coordenadas (ct=x’, x=x', y=x’, z=x’) y, segiin la
ecuacion de continuidad, ese cuadrivector debe cumplir la conservacion local de la densidad de carga p:

do(pc) + 31(pv') + 02(pv*) + 93(pv*) =0 = 9 =0

Para que se pueda considerar, con todo derecho, un cuadrivector (tensor de rango 1) debe comportarse
adecuadamente cuando hay un cambio coordenadas (cambio de SR) :

Para realizar una justificacién (no demostracién rigurosa) suponemos un conjunto de cargas que se mueven
unidimensionalmente (para simplificar) a lo largo del eje X con velocidad v

Desde un SR inercial vemos a las cargas moviéndose. ct ] Lineas de mundo
En la figura adjunta se representa desde el SR espacial
(eje X) y las lineas de mundo en una grafica de 4 Lu
Minkowski con base (e, €/).
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Un observador dice que el cuadrivector densidad de -
corriente es: 2 i
J=pcey,+pve; x=0 Ax X x =0

Siendo p = O/Ax la densidad lineal de carga medida desde SR en que se mueven las cargas y la longitud Ax.

Ahora hacemos un cambio de sistema a otro SR”inercial que se mueve paralelamente con las cargas.

Desde el SR’ inercial vemos a las cargas en reposo A

(Rest-Frame). En la figura se ve la representacion desde CU ' Lineas de iy

el SR” espacial (eje X”) y las lineas de mundo en una I /" Lu

grafica de Minkowski con base “primada” (e, e-). / .

Un observador dice que el cuadrivector densidad de v=0

corriente es: +—°—°—?—)' > ;
] = poc ey x'=0 Ax' X x'= AXC X

Siendo py = O/Ax" la densidad lineal de cargas medida desde SR’, en que estan en reposo, asi como la longitud Ax".

Comprobemos cémo se comporte el “aspirante” a cuadrivector / cuando cambiamos el SR y su base. Utilizamos

una de las ecuaciones de cambio de base (v-18): ey = y(eq + feq):

Al pasar del SRal SR se transforma: | = poc ey = pocy(eg + Bey) =ypoceg+ypyveq pues c:f=v
La expresidon que vimos, desde el SR, inicialmente: J = pceg+pve
Comparando vemos que para que la densidad de corriente ] se comporte como tensor, tiene que cumplirse: p= pipg
(Tiene sentido esa relacién entre la densidad lineal py (medida por observador que ve las cargas en reposo) y la
densidad lineal p (medida por observador que las ve en movimiento)?
La respuesta es afirmativa, ya que debido a la contraccién de longitudes de Lorentz-Fitzgerald ha de cumplirse:
Ax’=y-Ax. Por lo tanto:
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Es 16gico que la contraccién de longitud en movimiento, haga que la densidad lineal p sea mayor que en reposo py

Hemos justificado que se puede construir un cuadrivector (en este caso de densidad de corriente):

J = pceg +pvle; + prie, + prie;

que cumple @,J* =0 — Conservacién Local de una magnitud p (en este caso densidad local de la carga)




